Evidence of speculative bubbles on the BOVESPA : an application of the Kalman filter by Queiroz, Thiago Bergmann de et al.
  This work is licensed under a Creative Commons Attribution 3.0 License.   
Este trabalho está licenciado sob uma Creative Commons Attribution 3.0 License.  




Evideˆncias de Bolhas Especulativas na
BOVESPA: Uma Aplicac¸a˜o do Filtro de
Kalman
(Evidence of Speculative Bubbles on the BOVESPA: An Application of the
Kalman Filter)
Thiago Bergmann de Queiroz*
Ota´vio Ribeiro de Medeiros**
Jose´ Carneiro da Cunha Oliveira Neto***
Resumo
A existeˆncia de bolhas nos prec¸os dos ativos e´ um assunto de grande importaˆncia para gover-
nos e investidores devido a`s suas possı´veis repercusso˜es. No caso das ac¸o˜es, a presenc¸a de
bolha de prec¸os pode ser constatada pela comparac¸a˜o dos prec¸os e dos respectivos divi-
dendos no longo prazo. Este trabalho buscou verificar a ocorreˆncia de bolhas de prec¸os no
mercado aciona´rio brasileiro, atrave´s da comparac¸a˜o do IBOVESPA, como ı´ndice de prec¸o,
e um ı´ndice de dividendos distribuı´dos, construı´do a partir da metodologia do IBOVESPA.
A bolha foi considerada um vetor estado na˜o observa´vel em um modelo estado-espac¸o e foi
estimada com o filtro de Kalman. Os resultados foram comparados com o modelo de valor
presente e o modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991). Apesar de o modelo
constatar a presenc¸a de bolhas, o modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991)
apresentou resultado semelhante e maior precisa˜o.
Palavras-chave: bolhas de prec¸os; dividendos; aprec¸amento de ativos; filtro de Kalman;
modelo estado-espac¸o.
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Abstract
The existence of bubbles in asset prices is a matter of great importance to governments
and investors due to possible serious effects they may have on economies. In the case of
shares, the presence of a price bubble can be seen by comparing prices and dividends in the
long run. This study aimed to assess the occurrence of price bubbles in the Brazilian stock
market, by comparing the IBOVESPA as price index and an index of dividends, built based
on the methodology of IBOVESPA. The bubble was considered a unobserved state vector in
a state-space model and was estimated using the Kalman filter. The results were compared
with the standard present value model and intrinsic bubbles model (Froot and Obstfeld,
1991). Although the model establishes the presence of bubbles, the intrinsic bubbles model
(Froot and Obstfeld, 1991) showed similar results with greater accuracy.
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1. Introduc¸a˜o
O Brasil apresenta, nos u´ltimos treˆs anos, um cena´rio de reduc¸a˜o sistema´tica
da taxa de juros ba´sica da economia, representada pela Selic. Apesar de ainda ser
uma das maiores taxas reais de juros do mundo, a taxa me´dia dos u´ltimos anos
e´ menor que a observada nos demais anos das duas u´ltimas de´cadas. Esse movi-
mento reduz a atratividade de ativos financeiros de renda fixa, atrelados a`s taxas
de juros, e aumenta a procura por ativos financeiros de renda varia´vel, expostos
ao risco de mercado. Em busca de rentabilidade, um nu´mero cada vez maior de
investidores transfere seus recursos para as bolsas de valores, cujos ativos sa˜o ne-
gociados segundo a lei de oferta e demanda.
O conhecimento dos fenoˆmenos que envolvem a precificac¸a˜o desses ativos e´ de
extrema relevaˆncia, pois permite que as deciso˜es dos agentes econoˆmicos tenham
como base o maior conjunto possı´vel de informac¸o˜es.
As quedas acentuadas nos mercados de ac¸o˜es sa˜o importantes eventos finan-
ceiros que fascinam os acadeˆmicos e pra´ticos. As crises financeiras, como o es-
touro de bolhas de prec¸os, podem causar grandes impactos sociais e econoˆmicos,
uma vez que diminuem os recursos disponı´veis, reduzem as fontes de financia-
mentos e provocam movimentac¸a˜o dos investidores para aplicac¸o˜es mais seguras.
Assim, o presente estudo visa identificar se ha´ evideˆncias de bolhas de prec¸os no
mercado aciona´rio brasileiro no perı´odo de 1994 a 2009.
Dentre os va´rios tipos de bolhas estudadas na a´rea das financ¸as, este artigo se
concentra nas bolhas especulativas racionais. A metodologia usada e´ semelhan-
te ao trabalho de Wu (1997). Nesse artigo, a bolha pode explodir e recomec¸ar
continuamente e cresce a` taxa de desconto. Ale´m disso, ela pode assumir valores
negativos. O retorno dos dividendos segue um processo ARIMA (p,1,q). O modelo
de prec¸os das ac¸o˜es com componente bolha, os dividendos e a bolha sa˜o expressos
como uma equac¸a˜o estado-espac¸o, sendo que a bolha e´ considerada como um vetor
estado na˜o-observa´vel. Os paraˆmetros do modelo sa˜o estimados pelo me´todo da
ma´xima verossimilhanc¸a e a estimativa da bolha e´ conseguida atrave´s do filtro de
Kalman. O resultado e´ comparado com dois outros modelos: o proposto por Froot
& Obstfeld (1991) com intrinsic bubbles e o de Gordon.
O resultado indica que o modelo estado-espac¸o encontrou evideˆncias de
bolhas bem como o modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991), sendo
o segundo mais preciso em sua modelagem. O modelo de valor presente na˜o se
ajustou adequadamente. Desta forma, fica constatado neste estudo que, no mer-
cado brasileiro, de acordo com a metodologia utilizada, ha´ indı´cios da existeˆncia
de bolhas de prec¸os no perı´odo.
Estes resultados esta˜o em consonaˆncia com os encontrados pelos trabalhos que
pesquisaram a existeˆncia de bolhas no mercado brasileiro e citados no referencial
teo´rico. Pode-se destacar desses o de Martin et al. (2004), que constataram a
presenc¸a de bolhas de prec¸os racionais no mercado aciona´rio brasileiro, a partir
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da identificac¸a˜o de mudanc¸a de regime do processo de gerac¸a˜o de retornos, para o
perı´odo po´s Plano Real (julho de 1994 a marc¸o de 2004), Sornette (2004), que com
me´todos da econofı´sica, encontrou uma bolha especulativa no mercado aciona´rio
do Brasil entre maio e agosto de 1997, Medeiros & Daher (2008) e Medeiros &
Fernandes (2009), que constaram a evideˆncia da presenc¸a de bolhas no mercado
brasileiro com base na metodologia de cointegrac¸a˜o entre prec¸os e dividendos.
O artigo esta´ estruturado em cinco sec¸o˜es da seguinte forma: a primeira traz a
introduc¸a˜o do tema. A sec¸a˜o dois os dados utilizados. A sec¸a˜o treˆs discorre sobre
a metodologia. Os resultados e ana´lises sa˜o efetuados na sec¸a˜o quatro, restando as
concluso˜es na sec¸a˜o cinco.
2. Metodologia
Segundo Lucas (1978, p.1430–31), o valor fundamental de um ativo e´ o valor
presente dos fluxos de caixa futuros gerados por esse ativo, considerando toda a
informac¸a˜o disponı´vel para estimar esses fluxos. A diferenc¸a entre o prec¸o atual de
um ativo financeiro e o seu valor fundamental e´ chamada de bolha. Dessa forma,
o prec¸o de um ativo pode ser descrito pela seguinte equac¸a˜o:
Pt = pt + bt + ut (1)
onde Pt e´ o prec¸o atual, pt e´ o valor fundamental, bt e´ o componente bolha e ut e´
um termo de ruı´do aleato´rio.
O ca´lculo do valor fundamental e´ feito atrave´s do Modelo de Gordon o qual
pressupo˜e que o prec¸o de um ativo de uma empresa e´ o valor presente da soma
dos dividendos do pro´ximo perı´odo somados com o prec¸o final da ac¸a˜o no mesmo
tempo (Ross et al., 1995). Dessa forma, a remunerac¸a˜o do acionista e´ o dividendo








onde D1 e´ o dividendo a ser pago ao final do primeiro perı´odo, V F1 e´ o prec¸o
esperado para esta mesma data, V P0 e´ o valor presente do investimento na ac¸a˜o e
r e´ a taxa de desconto.
Aplicando a equac¸a˜o (2) recursivamente ao longo do tempo, tem-se que














onde Di e´ o dividendo a ser pago ao final do perı´odo i, V P0 e´ o valor presente do
investimento na ac¸a˜o e r e´ a taxa de desconto.
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Denota-se que o prec¸o dos ativos e´ a soma dos dividendos futuros trazidos a
valor presente. Este modelo pressupo˜e o interesse dos acionistas apenas nos divi-
dendos e que o prec¸o da ac¸a˜o no tempo t seria func¸a˜o dos dividendos futuros.
A taxa de desconto dos dividendos deve ser a que melhor demonstra o custo de
oportunidade do acionista, ou seja, o custo do capital pro´prio. Tradicionalmente,
a teoria econoˆmica pressupo˜e que os indivı´duos sa˜o racionais e tomam deciso˜es
que visam maximizar seus retornos e sua utilidade. A hipo´tese da racionali-
dade vem sendo constantemente refutada, propondo a inserc¸a˜o de novos fatores
na composic¸a˜o dos prec¸os, como a bolha, por exemplo. Caselani (2003, p. 25-26)
cita a ocorreˆncia de bolhas especulativas como um possı´vel exemplo da irracionali-
dade dos investidores. Um processo de bolha especulativa, segundo Shiller (2000,
p. XIV), pode ser definido como uma situac¸a˜o em que os prec¸os altos sa˜o sus-
tentados em grande parte pelo excesso de confianc¸a dos investidores e na˜o por
estimativa consistente do valor real.
O modelo original de bolha especulativa racional surge com Blanchard (1979)
e Blanchard & Watson (1982). De acordo com este modelo, a bolha surge quando
o prec¸o de um ativo e´ func¸a˜o crescente e positiva da variac¸a˜o esperada do prec¸o fu-
turo. O pressuposto e´ que os agentes econoˆmicos, sob a condic¸a˜o de formar as suas
expectativas de prec¸o de forma racional, na˜o cometem erros de forma sistema´tica,
e, portanto, a relac¸a˜o positiva entre prec¸o atual e sua variac¸a˜o futura esperada
implica em relac¸a˜o igualmente positiva entre o seu prec¸o atual e sua variac¸a˜o ob-
servada. Assim, as expectativas dos agentes se “auto-realizam”, fazendo com que
a variac¸a˜o dos prec¸os dirija o atual prec¸o no sentido de sua expectativa, indepen-
dentemente de seus fundamentos. Vale dizer que, por um determinado perı´odo
de tempo, os agentes econoˆmicos agem em func¸a˜o deste raciocı´nio ou crenc¸a e
isto faz com que os prec¸os subam, na˜o importando a trajeto´ria dos dividendos. Os
agentes teˆm cieˆncia sobre a possibilidade de ruptura da bolha, pore´m o retorno es-
perado justifica assumir tal risco. O que se observa, pore´m, e´ que esse desvio entre
o prec¸o observado e o seu valor intrı´nseco pode ser ta˜o demasiado, de tal maneira
que pode ser considerado como fruto de especulac¸a˜o. Daı´ porque se denominar
este fenoˆmeno de bolha especulativa racional.
Assim como Wu (1997, p. 310), este artigo estuda bolhas especulativas, usan-
do o Filtro de Kalman. Nesse estudo, o autor considera que as bolhas sa˜o es-
toca´sticas, com parametrizac¸a˜o parcimoniosa e com fa´cil estimac¸a˜o.
Conforme demonstrado no apeˆndice, o modelo estado-espac¸o a ser estimado e´
o seguinte:
Y =t U +AY(t− 1)
+υt (4)
∆pt = ∆dt +M∆Yt +∆bt (5)
bt = (1/ψ)b(t− 1) + ηt (6)
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onde as varia´veis sa˜o aquelas descritas no apeˆndice. Ressalta-se que apenas a
u´ltima equac¸a˜o e´ do tipo estado.
3. Dados
Os dados coletados sa˜o os valores mensais do ı´ndice BOVESPA do perı´odo de
julho de 1994 a marc¸o de 2009, totalizando, portanto, 177 meses. Os prec¸os foram
os de fechamento no u´ltimo dia de cada meˆs, e os dividendos foram os pagos pela
empresa no referido meˆs. Os valores de dividendos coletados agregam os valores
dos dividendos e dos juros sobre capital pro´prio.
O ı´ndice BOVESPA (IBOVESPA) foi escolhido pela sua relevaˆncia no mer-
cado de ac¸o˜es brasileiro. A BOVESPA o considera como seu mais importante
indicador do desempenho me´dio das cotac¸o˜es do mercado de ac¸o˜es brasileiro. Sua
relevaˆncia adve´m do fato dele retratar o comportamento dos principais pape´is ne-
gociados na BOVESPA e tambe´m de sua tradic¸a˜o, pois o ı´ndice manteve a inte-
gridade de sua se´rie histo´rica e na˜o sofreu modificac¸o˜es metodolo´gicas desde sua
implementac¸a˜o, em 1968.
Todos os dados foram deflacionados utilizando como base o IPCA (´Indice de
Prec¸os ao Consumidor Amplo). O prec¸o das ac¸o˜es, ale´m de corrigida pela inflac¸a˜o,
foi ajustado para os proventos do perı´odo.
O ı´ndice de dividendos foi calculado atrave´s da soma ponderada da quantidade
teo´rica de cada ac¸a˜o integrante do ı´ndice BOVESPA pelo dividendo por ela pago
no meˆs. Sendo assim, foram colhidos os dados do IBOVESPA e dos dividendos
pagos por cada ac¸a˜o no perı´odo estudado. Como a composic¸a˜o da carteira do
ı´ndice tem validade quadrimestral, foram utilizadas quarenta e cinco no perı´odo
analisado, para a construc¸a˜o do ´Indice de Dividendos.
A definic¸a˜o metodolo´gica do ı´ndice preveˆ a rebalanceamento das quantidades
teo´ricas como forma de se ajustar a` distribuic¸a˜o de proventos, entretanto na˜o
foi encontrada a informac¸a˜o da magnitude desses rebalanceamentos. Entende-
se que eles na˜o devem ser de grande monta uma vez que, segundo a teoria, o
valor dos ativos seria reflexo de seus dividendos futuros na perpetuidade, logo
a distribuic¸a˜o de proventos dentro do quadrimestre de vigeˆncia da carteira na˜o
provocaria mudanc¸as significativas. Entretanto, apenas a obtenc¸a˜o da informac¸a˜o
e apurac¸a˜o das variac¸o˜es acabaria com essa limitac¸a˜o.
A partir dos dividendos pagos pelos ativos que compo˜em o ı´ndice de prec¸os, o
IBOVESPA, criou-se o ı´ndice de dividendos referente a`s carteiras teo´ricas mensais
de julho de 1994 a marc¸o de 2009, totalizando assim 177 observac¸o˜es. A se´rie de
dados do IBOVESPA sera´ referenciada por IBOV, enquanto o ı´ndice de dividendos
sera´ referenciado por IDIV.
Na tabela 1, sa˜o demonstradas as estatı´sticas descritivas do IBOV e do IDIV.
O ı´ndice BOVESPA teve me´dia de 28519,72 e desvio padra˜o de 15729,29. Ja´
o ı´ndice de dividendos teve como resultado 1376,46 e 720,27 para as mesmas
medidas, respectivamente. Pode-se observar que a dispersa˜o das duas se´ries e´ bem
pro´xima. A se´rie IBOV tem coeficiente de variac¸a˜o de aproximadamente 55%
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enquanto a IDIV tem 52% nessa mesma medida de dispersa˜o. A amplitude total
da primeira foi de 68575,12, com ma´ximo de 76942,75 e mı´nimo de 8367,63. Ja´ a
segunda se´rie teve amplitude total de 3096,36, com ma´ximo em 3434,23 e mı´nimo
de 337,87.
Para testar a normalidade das se´ries, foi utilizado o teste de Jarque-Bera. Os
valores encontrados demonstram a na˜o normalidade das duas se´ries de dados, com
p-value menor que 5%. Quando as duas varia´veis sa˜o transformadas em logaritmos
naturais, observa-se uma mudanc¸a com relac¸a˜o a` normalidade. Para o logaritmo
natural do IBOV, o teste Jarque-Bera foi 3,85; com p-value de 14,55%, na˜o rejei-
tando a hipo´tese de normalidade. Ja´ para o logaritmo natural do IDIV, o teste foi
11,85; com p-value de 0,26%, rejeitando a hipo´tese de normalidade.
Tabela 1




Desvio Padra˜o 15729,29 720,27
Ma´ximo 76942,75 3434,23
Mı´nimo 8367,63 337,87




Ainda expressando os dados coletados, a figura 1 abaixo representa os val-
ores do IBOV. Pode-se relacionar as variac¸o˜es com alguns fatos socioeconoˆmicos
brasileiros e mundiais. No perı´odo de 1994 a 1995, a baixa no ı´ndice se da´ em
func¸a˜o do inı´cio do Plano Real, onde se encontrava por volta dos 17.000 pontos ate´
chegar ao ponto mı´nimo do perı´odo de 8.300 em func¸a˜o da Crise do Me´xico. Deste
perı´odo ate´ meados de 1997, o IBOVESPA teve uma forte alta, ultrapassando a
barreira dos 25.000 pontos. Seguiu-se um novo perı´odo de queda, principalmente
em func¸a˜o das crises Russa e Asia´tica, externamente, e da desvalorizac¸a˜o do Real,
internamente, baixando a casa dos 14.000 pontos. Passado as turbuleˆncias, em
1999 o ı´ndice voltou a subir, ultrapassando os 33.000 em mar/2000, logo depois
passando por mais um perı´odo de baixa por causas externas como a Nova Crise Ar-
gentina, o atentado terrorista de 11 de setembro de 2001, os problemas conta´beis
em corporac¸o˜es americanas e a Guerra do Iraque e, internamente, em 2002 as
eleic¸o˜es, onde o investidor estrangeiro estava cauteloso quanto ao futuro polı´tico
e econoˆmico do Brasil. O patamar de mar/2000 so´ foi alcanc¸ado novamente em
fev/2005. A BOVESPA passou por um grande momento de alta que so´ foi inter-
rompido no final de 2008 devido a crise financeira mundial.
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A evoluc¸a˜o do ı´ndice de dividendos e´ demonstrada pela figura 2 seguinte.
Pode-se observar que no perı´odo entre jul/1994 e dez/1999, o IDIV oscilava em
torno da me´dia de 1.829 pontos. A partir do ano 2000, surge uma tendeˆncia cres-
































































































Ao observar a figura 2, percebe-se que o comportamento da se´rie nos meses
anteriores ao ano 2000 e´ bastante insta´vel sem aparente correspondeˆncia com os
prec¸os ou com qualquer evento. Para investigar esse movimento, foram calculadas
as participac¸o˜es de cada ativo na composic¸a˜o do ı´ndice de dividendos. A figura 3
ilustra o maior percentual de participac¸a˜o em cada valor mensal.
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Participac¸a˜o do valores do IDIV
Denota-se da figura 3 que, previamente ao ano 2000, um u´nico ativo chegava a
representar mais de 90% do ı´ndice de dividendos. Para evitar os problemas decor-
rentes dessa concentrac¸a˜o, optou-se por trabalhar com as se´ries em intervalos de
tempos que va˜o de julho de 2000 a marc¸o de 2009, reduzindo as 177 observac¸o˜es
a 105. Esse procedimento diminui bastante o impacto de um u´nico ativo na se´rie.
A me´dia das maiores participac¸o˜es de um u´nico ativo no perı´odo de julho de 1994
a junho de 2000 e´ de 68%, enquanto para o perı´odo subsequ¨ente e´ de 20%.
O primeiro teste feito, antes de testar o modelo, e´ o de estacionariedade das
varia´veis. A tabela 2 abaixo mostra os resultados dos testes ADF e PP para a se´rie
dos logaritmos naturais de IBOV, enquanto a tabela 3 mostra os mesmos resultados
so´ que para os logaritmos naturais de IDIV. Ambos os testes teˆm como hipo´tese
nula a existeˆncia de raiz unita´ria, contra a hipo´tese alternativa de inexisteˆncia dessa
raiz. Os valores crı´ticos dos testes sa˜o demonstrados pela tabela 4.
Tabela 2
Teste de raiz unita´ria para ln(IBOV)
Se´rie Tipo de teste ADF PP
Me´dia zero 0,763 0,738
Ln em level Me´dia Simples -1,359 -1,421
Tendeˆncia -2,423 -2,637
Me´dia zero -13,262 -13,26
Ln em primeira Me´dia Simples -13,258 -13,22
diferenc¸a Tendeˆncia -13,217 -13,265
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Tabela 3
Teste de raiz unita´ria para ln(IDIV)
Se´rie Tipo de teste ADF PP
Me´dia zero 0,261 0,326
Ln em level Me´dia Simples -1,323 -4,219
Tendeˆncia -1,253 -4,245
Me´dia zero -9,567 -24,398
Ln em primeira Me´dia Simples -9,536 -24,32
diferenc¸a Tendeˆncia -9,548 -24,179
Tabela 4
Valores crı´ticos dos testes ADF e PP
Modelo Nı´vel de significaˆncia
1% 5%
Constante -3,467 -2,877
Constante e tendeˆncia temporal -4,011 -3,435
Sem constantes e tendeˆncia temporal -2,578 -1,942
Observando os resultados, denota-se que o teste ADF nas duas se´ries na˜o
rejeita a hipo´tese de existeˆncia de uma raiz unita´ria. Procedendo ao teste para
buscar uma segunda raiz unita´ria, ou seja, realizando o teste apo´s realizar uma
diferenciac¸a˜o, rejeita-se a hipo´tese nula de existeˆncia raiz unita´ria ao nı´vel de sig-
nificaˆncia de 1%. Logo, existe pouca evideˆncia da presenc¸a de uma segunda raiz
unita´ria.
Segundo a metodologia, o modelo aqui utilizado assume que o ı´ndice de divi-
dendos segue um ARIMA(p,1,0). Para determinar a ordem do processo autoregres-
sivo, calculou-se os valores de Akaike Information Criteria (AIC) e de Schwarz’s
Bayesian Information Criteria (SBIC) para valores de p variando de 1 a 10. Os
resultados encontrados sa˜o apresentados na tabela 5.
Tabela 5












Segundo Brooks (2002, p. 238), o SBIC sempre escolhe o modelo com uma
quantidade de paraˆmetros menor ou igual ao AIC pois o primeiro penaliza mais
fortemente a inclusa˜o de novos termos em comparac¸a˜o ao segundo. Dessa manei-
ra, o menor valor encontrado para SBIC se da´ para p igual a treˆs. Logo, assume-se
que o ı´ndice de dividendos seguira´ um processo ARIMA (3,1,0).
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A estimac¸a˜o das equac¸o˜es do modelo e´ realizada por ma´xima verossimilhanc¸a
atrave´s do Filtro de Kalman. O modelo tem sete coeficientes a serem estimados
(µ, ψ, ϕ1, ϕ2, ϕ3, γσ, γη). A tabela 6 apresenta as estimativas com seus respec-
tivos erros padro˜es. O resultado indica que a maioria dos paraˆmetros foi precisa-
mente estimada e sa˜o valores plausı´veis.
Tabela 6
Estimativas dos paraˆmetros do modelo de Gordon
µ ψ ϕ1 ϕ2 ϕ3 γσ γη
3,744 0,938* 0,712* -0,614* 0,593* 7,037* 30,739
(180,663) (0,00034) (0,00045) (0,00030) (0,00028) (0,00028) 75,446
Os desvios padra˜o sa˜o representados nos pareˆnteses. Os paraˆmetros estaticamente significantes
ao nı´vel de 5% esta˜o marcados com *.

























































































Fica claro que a bolha oscila bastante, tanto para valores negativos quanto valo-
res positivos, indicando um distanciamento entre os prec¸os e os dividendos.
Os maiores percentuais de explicac¸a˜o da bolha frente aos prec¸os ocorrem em
perı´odos pro´ximos a`s maiores variac¸o˜es do ı´ndice de prec¸o, o que pode caracterizar
um mercado bastante especulativo.
A figura 5 abaixo mostra o percentual do erro de predic¸a˜o do modelo.
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Erro de predic¸a˜o do modelo
O desempenho do modelo utilizado e´ comparada com dois outros modelos al-
ternativos, o modelo de Gordon e o modelo de intrinsic bubbles conforme descrito
por Froot & Obstfeld (1991).
O modelo de Gordon a ser estimado e´ o sistema de equac¸o˜es formado pelas
expresso˜es (5), sem o componente bolha, e (4). O sistema e´ estimado usando o
Generalized method of moments (GMM), proposto por Hansen, permitindo uma
correlac¸a˜o serial de quarta ordem e heterocedacidade condicional na matriz de
convariaˆncia de Newey e West.
Os coeficientes do modelo sa˜o (µ, ψ, ϕ1, ϕ2, ϕ3, γσ). Os resultados sa˜o apre-
sentados na tabela 7:
Tabela 7
Estimativas dos paraˆmetros do modelo de Gordon
µ ψ ϕ1 ϕ2 ϕ3 γσ
0,040323 0,168003* -0,75164* -0,85065* -0,76604* 0,37602*
(0,04351) (0,009619) (0,11122) (0,37765) (0,14647) (0,01045)
Os desvios padra˜o sa˜o representados nos pareˆnteses. Os paraˆmetros estaticamente signifi-
cantes ao nı´vel de 5% esta˜o marcados com *.
A figura 6 apresenta o percentual do erro de predic¸a˜o do modelo de Gordon.
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Erro de predic¸a˜o do prec¸o: modelo de Gordon
Segundo o modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991), os dividen-
dos seguem um geometric random walk com drift da seguinte maneira:
ln(Dt) = α+ ln(D(t−1)) + ut (7)
onde ut ∼ N(0, σ2u).
Usando (7), o prec¸o das ac¸o˜es e´ dado por:
Pt = c0(Dt) + c1(D
λ
t ) (8)
O primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o e´ o valor fundamental enquanto
o segundo e´ a intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991), que e´ exclusivamente




= c0 + c1(D
λ−1
t ) + vt (9)
onde vt e´ um termo de erro.
Ressalta-se que o modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991) e´ es-
timado segundo a equac¸a˜o (9) e na˜o segundo a equac¸a˜o (8) devido a estimac¸a˜o
dessa e´ complicada pela colineariedade entre os regressores, o que e´ resolvido
pela divisa˜o de toda equac¸a˜o por Dt, obtendo assim a equac¸a˜o (8).
A estimac¸a˜o da equac¸a˜o (7) com a se´rie de dividendos obte´m α = 0, 010311 e
σ2u = 0, 01680, conforme indicado na tabela 8.
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Tabela 8




A estimac¸a˜o de γ resulta em 1,92502. Utilizando esse valor, a estimac¸a˜o da
equac¸a˜o (17) por mı´nimos quadrados resulta em:
Tabela 9




Conforme proposto por Froot & Obstfeld (1991), foi encontrada uma estima-
tiva estatisticamente significativa para c1, o paraˆmetro no termo de bolha, o que
sugere a existeˆncia de intrinsic bubbles.
A figura 7 apresenta o percentual do erro de predic¸a˜o do modelo com intrinsic























































































































Erro de predic¸a˜o do prec¸o: Modelo de intrinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991)
Apo´s a construc¸a˜o dos treˆs modelos, podem-se comparar os resultados. Primei-
ro, o modelo de Gordon e´ o que pior se ajustou aos dados, mesmo com os divi-
dendos sendo tratados como um processo ARIMA (3,1,0) ao inve´s de um simples
passeio aleato´rio.
Surpreendentemente, ao contra´rio do trabalho de Wu (1997), o modelo de in-
trinsic bubbles (Froot & Obstfeld, 1991) foi o que melhor explicou as variac¸o˜es
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do ı´ndice de prec¸os. Esse resultado e´ comprovado pelo pequeno erro de predic¸a˜o
encontrado nesse modelo em comparac¸a˜o com os outros dois.
Apesar do maior erro nesses perı´odos, e´ o me´todo de Froot e Obstfeld que
mostra mais claramente os efeitos da crise pre´-eleitoral de 2002 e a crise interna-
cional de 2008.
Finalmente, sa˜o calculados os valores de RMSE e MAE, em termos percentu-
ais para os treˆs modelos. O resultado e´ reportado na tabela 12. Fica aparente a
maior precisa˜o do modelo de Froot & Obstfeld (1991), que trata de intrinsic bub-
bles, sobre os demais para o conjunto de dados do IBOVESPA.
Tabela 10
RMSE e MAE dos modelos
Modelo com Modelo de
intrinsic bubbles valor presente
RMSE(%) 71,86 42,18 88,8
MAE(%) 54,77 32,09 69,7
4. Conclusa˜o
O presente artigo teve como objetivo identificar se ha´ evideˆncias de bolhas de
prec¸os no mercado aciona´rio brasileiro no perı´odo de 1994 a 2009.
A obtenc¸a˜o do ı´ndice de dividendos era indispensa´vel para a consecuc¸a˜o do
objetivo a fim de viabilizar a comparac¸a˜o proposta pela teoria de precificac¸a˜o de
ativos. Essa tarefa mostrou-se bastante a´rdua pois a Bolsa de Valores de Sa˜o Paulo
na˜o divulga tal informac¸a˜o.
Foi necessa´ria a construc¸a˜o de um ı´ndice de dividendos que apresentasse cor-
respondeˆncia metodolo´gica com o IBOVESPA. A partir das informac¸o˜es con-
seguidas com a BOVESPA e no software Economa´tica R©, conseguiu-se o resul-
tado requerido. Apo´s a observac¸a˜o desse resultado, optou-se pela utilizac¸a˜o dos
dados a partir de julho de 2000, a fim de limitar aparentes problemas nos dados.
A etapa seguinte foi a de estimac¸a˜o do modelo estado-espac¸o e dos modelos
alternativos, conforme descrito na sec¸a˜o de metodologia. O modelo estado-espac¸o
encontrou evideˆncias de bolhas bem como o modelo de intrinsic bubbles (Froot &
Obstfeld, 1991), sendo o segundo mais preciso em sua modelagem. O modelo de
valor presente na˜o se ajustou adequadamente.
Desta forma, buscando responder ao problema de pesquisa: “ha´ evideˆncias
de bolhas de prec¸os no mercado aciona´rio brasileiro no perı´odo de 1994 a
2009?” fica constatado neste estudo que, no mercado brasileiro, de acordo com a
metodologia utilizada, ha´ indı´cios da existeˆncia de bolhas de prec¸os no perı´odo.
Esta pesquisa na˜o buscou identificar o que causou a formac¸a˜o do processo de
bolha de prec¸os, nem sua data de inı´cio, e sim verificar a possı´vel existeˆncia de
bolha de prec¸os mercado brasileiro no perı´odo de 1994 a 2009. A identificac¸a˜o do
inı´cio das bolhas e dos fatos geradores deste processo fica aqui registrada como
recomendac¸a˜o para uma nova pesquisa.
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Outra recomendac¸a˜o e´ que novos estudos abordem a possibilidade de constru-
c¸a˜o e divulgac¸a˜o de um ı´ndice de dividendos para cada um dos ı´ndices divul-
gados pela BOVESPA, observando as respectivas metodologias desses ı´ndices e
dos ı´ndices de dividendos de outras bolsas mundiais como aquele usado por Wu
(1997).
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Apeˆndice A
Especificando o modelo, temos:
(Et(P(t+1) +D(t)))/Pt = r (A.1)
onde, Et e´ o operador de esperanc¸a matema´tica condicional com a informac¸a˜o
disponı´vel em t, Pt e´ o prec¸o da ac¸a˜o no tempo t, Dt e´ o valor real dos dividendos
pagos no perı´odo t e r e´ o retorno esperado entre t+ 1 e t.
Campbell & Shiller (1988, p. 196), propo˜em um modelo dinaˆmico derivado do
modelo de Gordon para mensurar o valor do prec¸o da ac¸a˜o de acordo com o valor
futuro dos dividendos, sob a premissa de permitir que a taxa de retorno esperada e
que a taxa de crescimento dos dividendos seja varia´vel ao longo do tempo. Nesse




= r lnr = ln(Et(P(t+1) +Dt))− lnPt
lnr = Et(ln(P(t+1) +Dt))− lnPt (A.2)
Tendo em vista que P e D sa˜o nu´meros reais positivos, podemos usar a ex-
pansa˜o de Taylor para obter o valor de ln(P(t+1) +Dt). A expansa˜o de Taylor e´
descrita pela expressa˜o f(x) = f(x0)+f ′(x0).(x−x0), onde f(x) e´ uma func¸a˜o
deriva´vel em um intervalo que conte´m o ponto x0. O valor x0 utilizado sera´ o
valor anterior dos dividendos e o prec¸o anterior da ac¸a˜o. Essa escolha faz todo o
sentido uma vez que queremos descobrir os valores de P e D baseados em seus




(Pt+1 − Pt) + (Dt −Dt−1
(Pt +D(t−1))







Pela mesma expansa˜o de Taylor,
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∆ln(Pt+1 +Dt) = ψ∆ln(Pt+1) + (1 − ψ)∆ln(Dt)q
= κ+ ψEtpt+1 + (1 − ψ).dt − pt (A.3)
onde q e´ o logaritmo da taxa bruta de retorno requerido, ψ e´ a raza˜o entre o prec¸o
da ac¸a˜o e a soma do prec¸o da ac¸a˜o e seu dividendo, κ = −ln(ψ)−(1−ψ).ln 1
ψ−1 ,
pt = ln(Pt) e dt = ln(Dt).








Cumpre destacar que na˜o ha´ componente bolha na equac¸a˜o (A.4). Essa equa-
c¸a˜o mostra que o logaritmo do prec¸o no tempo t depende dos valores futuros dos
dividendos. A soluc¸a˜o e´ chamada de soluc¸a˜o fundamental do mercado, e se baseia
no Modelo de Gordon. Mas, como ilustrado em diversos estudos, o mercado na˜o se
comporta sempre desse modo, podendo existir desvio entre esse valor fundamental







ψi.Et(dt+i) + bt = p
f
t + bt (A.5)
onde bt e´ o componente bolha e satisfaz a seguinte equac¸a˜o:
Et(bt+i) = (1/ψ)
i.bt (A.6)
A fim de evitar a na˜o estacionariedade do logaritmo dos dividendos, toma-se a
diferenciac¸a˜o de primeira ordem da equac¸a˜o (A.5), resultando em:
∆pt = (1 − ψ).
∞∑
i=0
i.[Et(dt+i)− Et−1(dt+i−1)] + ∆bt = ∆p
f
t +∆bt (A.7)
Para garantir a parcimoˆnia do modelo, Wu (1997, p. 312) estabelece que o log-
aritmo dos dividendos que tem uma raiz unita´ria e que segue um processo ARIMA




ϕj .∆dt−j + δt (A.8)
onde δt e´ um termo de erro independente e identicamente distribuı´do (i.i.d) com
distribuic¸a˜o N(0, σ2δ ).
Reescrevendo (A.8) na forma matricial temos:
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Yt = U +A.Yt−1 + ϑt (A.9)
onde Yt = (∆dt,∆dt−1, . . . ,∆dt−h+1)′, U = (µ, 0, . . . , 0)t e ϑt =






ϕ1 ϕ2 ϕ3 · · · ϕh−1 ϕh
1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 1 0


e´ uma matriz quadrada h× h.
Wu (1997, p. 312) apud Campbell & Shiller (1988) obte´m a seguinte soluc¸a˜o
da equac¸a˜o (A.2):
∆pt = ∆dt +M.∆Yt +∆bt (A.10)
onde g = (1, 0, 0, ..., 0) e´ uma matriz linha com h colunas.
M = g.A(I − A)−1.[I − (1 − ψ).(I − ψA)−1] e´ uma matriz linha com h
colunas e I e´ a matriz identidade de ordem h.
Assumindo a linearidade do componente bolha, a equac¸a˜o (A.6) pode ser rees-
crita na forma parame´trica:
bt = (1/psi).bt−1 + ηt (A.11)
onde a inovac¸a˜o η e´ na˜o correlacionada com b, tem me´dia zero e variaˆncia finita
σ2η . Ale´m disso, tambe´m e´ assumido que σ na˜o e´ correlacionado com o termo de
erro δ da equac¸a˜o (A.99).
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